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Компенсация термонаведенного двулучепреломления в 
активных элементах из поликристаллической керамики 

М.А.Каган, Е.А.Хазанов 

Существенным отличием поликристаллической керамики от монокристалла является то, что ориентация кристал-
лографических осей (а следовательно, и осей термонаведенного двулучепреломления) в каждой грануле керамики 
случайна. Для расчета деполяризации в керамике, а также эффективности ее компенсации применен кватернионный 
формализм. Полученные аналитические выражения хорошо согласуются с численными расчетами. Показано, что чем 
больше отношение длины образца к размеру гранулы, тем ближе свойства керамики к свойствам монокристалла с 
ориентацией [111] (в частности, нескомпенсированная деполяризация обратно пропорциональна этому отношению). 

Ключевые слова: Nd: YAG-керамика, термонаведенная деполяризация, двулучепреломление. 

1. Введение 
В последнее время все большее внимание привлекает 

использование в качестве активной среды поликристал-
лической керамики из Nd: YAG (см. [1 - 6] и ссылки в них) 
и других кубических кристаллов [7]. Такой интерес обус-
ловлен существенными преимуществами керамики по 
сравнению с монокристаллом. Современная технология 
позволяет изготавливать керамические активные эле-
менты (АЭ) с хорошим оптическим качеством, большой 
апертурой и высокой концентрацией ионов неодима. 
Многие свойства керамики близки к свойствам монокри-
сталла, однако термонаведенная деполяризация излуче-
ния имеет ряд отличий [6]. 

Поликристаллическая керамика состоит из множест-
ва монокристаллических гранул размером 10-100 мкм, 
разделенных тонкими (~ 1 нм) границами. Существен-
ным отличием ее от монокристалла является то, что 
ориентация кристаллографических осей в каждой грану-
ле произвольна. Поскольку монокристалл изотропен, ке-
рамика тоже изотропна. Кроме того, в отсутствие теп-
ловых эффектов керамика практически свободна от де-
поляризации [2]. Как в монокристалле, так и в керамике 
фотоупругий эффект, обусловленный градиентом темпе-
ратуры, вызывает двулучепреломление. Однако в отли-
чие от монокристалла, керамика представляет собой сис-
тему фазовых пластинок со случайной ориентацией осей 
и случайным набегом фазы между собственными поля-
ризациями. Аналитические выражения для собственных 
поляризаций и набегов фазы между ними были найдены в 
работе [6]. 

Цель настоящей работы - получение аналитических 
выражений для деполяризации излучения, вызванной 
термонаведенным двулучепреломлением, а также иссле- 

М.А.Каган, Е.А.Хазанов. Институт прикладной физики РАН, Рос-
сия, 603950 Н.Новгород, ул.Ульянова, 46; e-mail: 
kagmic@mail.nnov.ru, khazanov@appl.sci-nnov.ru 

Поступила в редакцию 17 октября 2002 г., после доработки - 20 
января 2003 г. 

 
дование эффективности компенсации деполяризации ме-
тодами, используемыми для монокристаллов. Вместо 
обычного матричного формализма Джонса мы приме-
няли кватернионный формализм [8,9], согласно кото-
рому каждой грануле соответствует нормированный ква-
тернион (гиперкомплексное число). 

2. Собственные поляризации и разность фаз 
между ними в керамике 

Рассмотрим цилиндрический керамический АЭ с ра-
диусом  R0 и длиной L. Расчет деполяризации будем про-
водить в геометрооптическом приближении, т. е. падаю-
щий на образец волновой пучок будем рассматривать как 
совокупность лучей, параллельных оси образца z. На 
рис.1 изображен один из таких лучей, проходящий на 
расстоянии r от оси образца и имеющий азимутальный 
угол ϕ. 

Пусть плотность мощности тепловыделения в АЭ и 
теплоотвод не зависят от z и ϕ. В каждом сечении z = 
const радиально симметричный градиент температуры 
задает два выделенных направления - радиальное и ази-
мутальное. Собственные поляризации могут и не сов-
падать с этими- направлениями, т. к. поляризационные 
свойства каждой гранулы зависят от термоупругих на- 
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пряжений (зависящих, в свою очередь, от пьезооптичес-
ких коэффициентов), которые определяются распределе-
нием температуры и ориентацией системы координат 
кристаллографических осей abc относительно лабора-
торной системы xyz [6,10]. В простейшем случае оси abc 
совпадают с осями xyz, что соответствует ориентации 
[001]. 

Произвольное расположение осей abc может быть за-
дано при помощи трех последовательных поворотов сис-
темы координат xyz относительно кристаллической ре-
шетки на углы Эйлера α, β и Ф [11]. Сначала система ко-
ординат поворачивается на угол α (α ∈ [-π, π]) вокруг 
оси г, совпадающей с осью с, потом на угол β (β∈ [-π/2, 
π/2]) вокруг оси у, а затем опять вокруг оси z на  
угол Ф (Ф ∈ [—π,π]). Таким образом, ориентация осей 
кристалла abc в каждой грануле определяется тремя 
углами: α, β и Ф, которые являются случайными 
величинами, равномерно распределенными в 
соответствующих интервалах. Поскольку в среде нет 
гиротропии и дихроизма, то с поляризационной точки 
зрения одна гранула представляет собой линейную 
фазовую пластинку, которая характеризуется двумя 
случайными величинами: углом наклона (к оси х') 
собственных поляризаций θ и разностью фаз между 
ними δ. А керамический образец, следовательно, 
эквивалентен последовательности таких фазовых 
пластинок. 

Используя выражения, приведенные в [6], можно для 
каждой гранулы получить следующие соотношения, свя-
зывающие параметры θ и δ с эйлеровыми углами α, β и 
Ф: 

рения; п0 - показатель преломления в отсутствие нагрева; 
ν - коэффициент Пуассона; pij - коэффициенты фото-
упругости; lg - длина гранулы (нормально распределен-
ная случайная величина со средним значением (lg) и сред-
неквадратичным отклонением σlen). Выражения (1) и (2) 
при фиксированных углах Эйлера дают значения θ и δ для 
монокристалла соответствующей ориентации. Напри-
мер, для ориентации [001] (α = β = Ф =0) и [111] (α = π/4, 
tanβ = 2 , Ф — любое), получаем известные [12] 
выражения: tan (2θ + 2ϕ) = ξtan 2ϕ и θ = 0 соответственно. 
Заметим, что поскольку Ф - случайная величина, 
равномерно распределенная в интервале [—π,π], то 
при лю-бых усреднениях штрих у Ф в выражениях 
для σ1,2 и τ1,2 можно опустить. 

Ограничимся случаем однородного по объему тепло-
выделения, для которого 

 
где и = (r/R0)2. В общем случае выражения для g и h 
получены в работе [6]. Заметим, что величина ξ является 
постоянной, характеризующей данный кристалл. Напри-
мер, для Nd: YAG имеем ξ = 3.2. 

Из (1) и (2) следует, что усредненный по α, β и Ф угол 
θ равен нулю. В дальнейшем мы будем считать, что 
случайные величины lg, α, β и Ф являются независимыми 
для разных гранул, т. е. функция распределения F есть 
произведение функций распределения для отдельных 
гранул fi(lg, α, β, Ф): 

 

N - число гранул; Рh - мощность тепловыделения, при-
ходящаяся на весь АЭ; λ - длина волны; κ - коэффициент 
теплопроводности; αT - коэффициент теплового расши-   
Квантовая электроника, т.33, № 10 

3. Деполяризация излучения 

Пусть поперечная электромагнитная волна падает на 
оптическую систему без поглощения, которой соответ-
ствует матрица Джонса Û , связывающая 
поляризацию на выходе системы е со входной 
поляризацией е0: 

 
Локальной деполяризацией Г будем называть долю 
мощности выходного излучения, приходящуюся на поля-
ризацию е⊥, ортогональную е0: 

Здесь и далее звездочка означает эрмитово сопряжение. 
Поскольку матрица Û  зависит от r и ϕ, то Г также зависит 
от r, ϕ. Найдем Г(r, ϕ) в предположении, что падающий 
пучок был линейно поляризован вдоль оси х, т.е. в 
штрихованной системе координат (см. рис.1) 
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причем матрица Ĝ  связана с матрицей Джонса 
Û следующим образом: 

Если матрица Û описывает оптическую систему, со-
держащую керамический элемент, то она зависит от слу-
чайных величин lgi, αi, βi, Фi, где i-номер гранулы. Обо-
значим усредненную по всем гранулам с учетом функции 
распределения (4) матрицу Ĝ  как 〈 Ĝ 〉. Тогда из (8) для 
средней деполяризации получим 

Наибольший интерес представляет интегральная по 
сечению деполяризация 

(11) 
Здесь и далее мы полагаем, что интенсивность в пучке 
имеет вид 

 
4. Компенсация деполяризации в различных 
схемах 

Рассчитаем среднюю деполяризацию в керамическом 
АЭ, а также в некоторых схемах, используемых для ее 
компенсации (рис.2). Деполяризация в керамических эле-
ментах без компенсации (рис.2,a) и во всех схемах с ком-
пенсацией (рис.2,б-г) определяется выражениями (10) и 

(11). Различие заключается только в матрицах Û и 
Ĝ , описывающих оптическую систему. 
Матрица Джонса T̂  керамического элемента 

является произведением матриц Джонса N фазовых 
пластинок, соответствующих N гранулам: 

Для расчета матрицы Ĝ , соответствующей схеме I 
(рйс.2,6, слева) [13], обозначим 1̂T  и 2̂T  матрицы 
Джонса первого и второго АЭ. Если в схеме I тепловые 
эффекты отсутствуют, то излучение на выходе будет 
поляризовано вдоль оси у, в то время как исходная 
поляризация была направлена по оси х. Поэтому для 
удобства расчета поместим после второго образца еще 
один вращатель на —90° (на рис.2,б не показан) и будем 
рассчитывать деполяризацию как долю мощности в y-
компоненте поля, т. е. в компоненте с поляризацией, 
ортогональной входной. Тогда 1212

ˆˆˆˆˆˆˆ TTTJTJU ⋅=⋅= , где 
Ĵ  - матрица поворота на 90°, а матрица 1̂T  
определяется выражением (12). Таким образом, 
выражение для 1Ĝ  имеет вид 

 
В схеме I с фарадеевским зеркалом [14] (рис.2,б, справа) 
возможны следующие два варианта. Если на обратном 
пути все лучи проходят через те же гранулы, что и при 
прямом проходе, то деполяризация у = 0. В противном 
случае, если поперечное смещение луча между прямым и 
обратным проходом ∆l больше или порядка размера 
гранулы 〈lg〉, т.е. на обратном проходе лучи идут по 
другим гранулам, данная схема полностью эквивалент-
на схеме с 90-градусным вращателем (рис.2 б слева). 

Ключевым элементом в схеме II (рис.2,в) является 
одноосный кристалл, вырезанный вдоль оптической оси 
и помещенный внутри телескопа [15]. Этот кристалл опи-
сывается матрицей Джонса ( )0,ˆ ∆−Q , поскольку его 
собственные линейные поляризации ориентированы по 
азимуту и по радиусу. Следовательно, 

 
где ∆ - эффективный набег фазы в керамике (см. выраже-
ние (21)). 

Ось пластинки λ/4 в схеме III (рис.2,г) параллельна 
оси х [16]. В системе координат х'у' двойному проходу 
через пластинку λ/4 соответствует матрица Джонса 

( )ϕπ −,Q̂ . Отсюда следует, что 

 

 

 

 

 

Здесь мы полагаем, что на обратном пути луч проходит 
через другие гранулы. 
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В Приложении описан механизм усреднения соотно-
шений (14)-(17) по всем гранулам, если число последних 
фиксировано и равно N, и получены выражения для 
(Г0-3). После подстановки их в (11) имеем 

Заметим, что данная методика расчета может суще-
ственно упростить решение задачи о распространении 
света в двулучепреломляющих волокнах со случайными 
неоднородностями [17]. 

5. Обсуждение результатов 

Легко показать, что, если отношение длины АЭ к сред-
ней длине гранулы стремится к бесконечности (N→∞), 
выражения (18)-(20) для γ0-3 практически совпадают с 
аналогичными выражениями для монокристалла с ори-
ентацией [111]. Единственное отличие состоит в том, что 
для монокристалла величина X = (1 + 2ξ)/3, а для кера-
мики X = (75ξ + 53)/128. Другими словами, при N→∞ 
керамика эквивалентна монокристаллу с ориентацией 
[111] и эффективной константой ξeff, определяемой выра-
жением 

 
Для Nd: YAG-керамики, например, ξ = 3.2, ξeff = 2.9. 
Это приводит к очень незначительному различию интег-
ральных деполяризаций, что согласуется с эксперимен-
тальными данными [2]. 

На рис.3 и 4 приведены зависимости деполяризации γ 
от нормированной мощности излучения p для Nd: YAG-
керамики в различных схемах (кривые) и результаты 
численных расчетов по методике [6] (точки). Видно, что 
при большом отношении N длины АЭ к средней длине 
гранулы наблюдается почти идеальное совпадение ана-
литических и численных расчетов. 

Необходимо отметить, что длина АЭ может меняться 
от 2 - 3 мм при диодной накачке до 10 см при ламповой, а 
размер гранулы - от 10 до 100 мкм. Таким образом, от-
ношение N может варьироваться в широких пределах -
от 20 до 1000. Для Nd: YAG-керамики выражение для р 
может быть представлено в виде р = 0.025Ph. Мощность 
тепловыделения Ph может достигать сотен ватт, поэтому 
параметр р меняется от нуля вплоть до 20. Однако при 
столь большом тепловыделении может произойти разру-
шение образца. 

Теоретически для монокристалла компенсация депо-
ляризации в схемах на рис.2,б,в идеальна, однако на прак-
тике при больших мощностях тепловыделения удается 
добиться компенсации на уровне 1 %-3%. Если пара-
метры р и N таковы, что деполяризация существенно 
меньше этой величины, то с практической точки зрения 
можно считать, что деполяризация в керамике не пре-
вышает деполяризацию в монокристалле с ориентацией 
[111]. 

При конечных N формулы (18) -(20) получаются в ре-
зультате разложения выражений для деполяризации в 
ряд Тейлора по малому параметру ε = p/N (см. Прило-
жение), если не учитывать члены порядка ε2. Этим и объ- 
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ясняется расхождение аналитических и численных ре-
зультатов на рис.3 и 4 при достаточно больших ε. До-
полнительная (по отношению к случаю N = ∞) деполя-
ризация пропорциональна квадрату нормированной 
мощности излучения р и обратно пропорциональна N. 
Это обусловлено наличием дисперсии локальной депо-
ляризации DГ. Применив подход, аналогичный изложен-
ному в Приложении, можно показать, что 

 
что также согласуется с численными результатами [6] и 
является важным следствием случайного характера дву-
лучепреломления в керамике. 

Действительно, рассмотрим оптическую систему из т 
последовательных керамических образцов, каждый из 
которых характеризуется числом гранул N0 и мощно-
стью тепловыделения р0. В этом случае систему можно 
рассматривать как один образец, содержащий N = mN0 
гранул, на который приходится мощность р = тр0. Тогда 
согласно (23) дисперсия локальной деполяризации 
данной системы элементов DГ будет в т раз больше, 
чем в каждом отдельном образце (DГ0), т. е. DГ = mDГ0 . 
Полученный результат совпадает с классической задачей 
о случайном блуждании, в которой средний квадрат 
смещения пропорционален числу шагов. Исходя из тех 
же соображений, объясняется тот факт, что γ2 = γ1/2, 
поскольку в схеме II присутствует один керамический 
АЭ, в то время как в схеме I их два. 

Все известные для монокристалла ограничения мето-
дов компенсации (например, наличие толстой линзы с 
фокусным расстоянием, соизмеримым с длиной АЭ) в 
той же мере справедливы и для керамики. Лучи, разне-
сенные в поперечном направлении на размер гранулы, 
проходят через независимый набор гранул. Следователь-
но, значения деполяризации для них будут различными. 
Таким образом, в крупномасштабной полярной струк-
туре выходного поляризованного (а также деполяризо-
ванного) излучения будет присутствовать модуляция ин-
тенсивности с характерным масштабом порядка (lg). 
Данная модуляция обусловлена дисперсией деполяриза-
ции DГ, и глубина модуляции увеличивается пропорцио-
нально квадрату нормированной мощности излучения р 
и обратно пропорционально отношению N длины АЭ к 
средней длине гранулы. Наличие разных гранул на пути 
соседних лучей кроме указанной амплитудной модуля-
ции пучка может привести также и к фазовой. 

Обсудим применимость используемого геометричес-
кого подхода. Размер гранулы много меньше характер-
ного масштаба градиента температуры, определяющего 
изменение показателя преломления. Поскольку расстоя-
ние между гранулами (размер полостей) много меньше 
длины волны [2], можно полагать, что лучи при прохож-
дении сквозь керамику имеют примерно те же траекто-
рии, что и при прохождении через монокристалл (искри-
вленные из-за тепловой линзы). В [18] получена формула 
для среднеквадратичного бокового смещения луча ρ при 
распространении света в случайно-неоднородной среде. 
Применительно к керамике эта формула дает ρ ≈ 0.27N1/2 

хλp. Как правило, ρ меньше среднего размера гранулы 
(lg). В противном случае характерный масштаб модуля-
ции, обсуждавшейся выше, будет равен ρ, а не (lg). 

Необходимо также отметить, что численные резуль-
таты (точки на рис.3,4) получены при решении несколько 
другой, более «физичной» задачи, в которой предполага- 

лось, что фиксировано не число гранул N, а длина АЭ [6]. 
Эти две постановки задачи полностью эквивалентны, ес-
ли считать фиксированной длину гранулы lg, что равно-
сильно равенству нулю дисперсии длины гранулы: d = 
σlen/(lg) = 0. Зависимости на рис.3, 4 построены именно для 
этого случая. Правомерность сравнения результатов 
двух данных задач сохранится, если d < 1/N1/2. Послед-
нее условие означает, что на длине образца среднеква-
дратичное отклонение числа гранул не превышает едини-
цы, т. е. число гранул в образце можно считать фиксиро-
ванным. Заметим, что численные расчеты показали сла-
бую зависимость деполяризации от дисперсии длины 
гранулы d. 

Поликристаллическая керамика может быть исполь-
зована не только в качестве активной среды и модулято-
ров добротности [19], но и для создания изоляторов 
Фарадея на основе магнитоактивных элементов из тер-
бий-галлиевого граната (TGG). Принципиальной труд-
ности для создания TGG-керамики нет [20]. Проведен-
ный анализ может быть применен также к изоляторам 
Фарадея, работающим при большой средней мощности, 
с учетом специфики, накладываемой на деполяризацию 
магнитным полем [10]. 

6. Заключение 
Подводя итоги, можно сделать следующие выводы: 
1. Если отношение длины АЭ к средней длине 

гранулы стремится к бесконечности, то по 
поляризационным свойствам керамика очень похожа 
на монокристалл с ориентацией осей [111]. В этом 
случае дисперсия деполяризации стремится к нулю, а сама 
деполяризация во всех схемах (рис.2) описывается 
формулами для монокристалла с ориентацией [111] с 
учетом изменения параметра кристалла ξ согласно (22). 

2. Эффективность компенсации двулучепреломления 
в керамике известными методами хуже, чем в монокри-
сталле. Увеличение деполяризации в керамике по сравне-
нию с монокристаллом пропорционально квадрату нор-
мированной мощности излучения р и обратно пропор-
ционально отношению N длины АЭ к средней длине гра-
нулы. 

3. Наряду с крупномасштабной структурой и в поля-
ризованном, и в деполяризованном излучении присутст-
вует также случайная мелкомасштабная модуляция с ха-
рактерным поперечным размером, равным размеру гра-
нулы (lg), и глубиной, пропорциональной р2 и обратно 
пропорциональной N. 

Приложение 
Рассмотрим метод усреднения выражений (14)-(17). 

Данная процедура существенно упрощается, если вместо 
формализма матриц Джонса применить кватернионный 
формализм (см. [8,9] и ссылки в них), согласно которому 
каждой грануле соответствует нормированный кватер-
нион (гиперкомплексное число). Прежде всего опишем 
переход от матричного описания к кватернионному. 
Каждому оптическому элементу отвечает некоторая уни-
тарная матрица Джонса Û , для которой 
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где звездочка означает эрмитово сопряжение. Произ-
вольная унитарная матрица Û  представляется в виде 

где индексы i,j и k удовлетворяют условию 
циклической перестановки. 

Алгебра комплексных матриц 2x2 изоморфна алге-
бре кватернионов - гиперкомплексных чисел с тремя 
мнимыми единицами I, J и К, которые удовлетворяют 
соотношениям, аналогичным (П4а): 

Определим кватернион 0
~G , соответствующий 

матрице 0Ĝ . Факторизованная функция 
распределения (4) позволяет проводить 
последовательное усреднение выражения (14): 

 
Для кватерниона ( ) +=⋅⋅≡ kkk

k xQQQMQQQG ~...~~~~~...~~
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~
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слева на 1
~

+kQ  и *
1

~
+kQ соответственно сводится к преобра-

зованию действительной и мнимых частей ( 1
0

~ +kG = xk+1 + 
Iyk+1 + Jzk+1 + Кwk+1), которое может быть записано в 
виде 

Заметим, что каждому оптическому элементу, который 
описывается нормированным кватернионом U~ , соот-
ветствует унитарная матрица Ŝ  размером 3 x 3 ,  задаю-
щая преобразование вида (П8). Если же матрица Û  не 
унитарная, то это преобразование определяется посред-
ством матрицы 4x4. 

 

Мы ограничимся членами порядка ε2. Переходя от ква-
терниона 0

~G  к матрице 0Ĝ  и подставляя ее в (8), 
получаем 

Здесь использованы обозначения, принятые в (21). Воз-
водя Ŝ  в N-ю степень и подставляя в (П12), определяем 
yN и wN. Подставляя их в (П11), находим локальную де-
поляризацию 
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Расчет (Г1-3) для схем с компенсацией (рис.2,б-г) 
проводится аналогично. Для схемы I, в отличие от пре-
дыдущей задачи, матрица tŜ  преобразуется в матрицу 

( ) ( )
NN

t SSS ∆−∆= ˆˆˆ
1 . В результате расчета 

получим 
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